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Matrizenalgebra

|. Definition des Begriffs "Matrix"

Sind m-n Ausdriicke in einem rechteckigen Schema von m Zeilen und n Spalten angeordnet, so
spricht man von einer Matrix vom Typ (m,n) , vom Format (m,n) oder kurz (m,n)-Matrix; die
m-n Ausdricke a. heilfen Elemente der Matrix. Mit dem ersten Index wird jeweils eine
horizontale Reihe des Schemas, eine Zeile bezeichnet, mit dem zweiten Index eine vertikale
Reihe, eine Spalte:

a, a, .. a,
Ay 8yp - Gy
A=
aml amZ anh
Sonderfélle
m=n: Eine Matrix mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl heil3 quadr atisch.
n=1: Eine Matrix mit m Zeilen und einer Spalte heil3 Spaltenmatrix oder Spaltenvektor.
m=1: Eine Matrix mit einer Zeile und n Spalten heil3t Zeilenmatrix oder Zeilenvektor.

Diagonale emente

Bel einer n-n-Matrix nennt man die a; (i=1,2,...,n) die Diagonalelemente. Sie bilden die
Hauptdiagonale der Matrix A.

Sour einer Matrix

Die Summe der Diagonalelemente wird auch die "Spur" der Matrix genannt:

zn,aii =tr A
i—1

Gleichheit von Matrizen

Zwei m-n-Matrizen A= (&), und B=(b.).. Sind dann und nur dann gleich (A=B), wenn gilt:
a=bfurdlei=1..m, k= 1..n.

Nullmatrix

Eine Matrix A wird dann und nur dann Null genannt, wenn gilt: a,=0furallei, k.

Transponierte Matrix

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhdlt man aus der Matrix A die transponierte
Matrix A". Es gilt aul3erdem:

(A=A
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Symmetrie von Matrizen
Eine quadratische Matrix heildt symmetrisch, wenn gilt: A=A" oder ai=ay, VK,i .

Sie heil¥ schiefsymmetrisch oder alternierend, wenn gilt: ~ A=-A" oder a.=-a., VK,i.

Diagonalmatrix

Eine n-n-Matrix, bei der ale Elemente aul3er den Diagonalelementen gleich null sind, heif3t
Diagonalmatrix:
D=diag(di)
Einheitsmatrix

Eine Diagonalmatrix, bei der ale Diagonalelemente gleich 1 sind, heif3 Einheitsmatrix.

Submatrizen

Eine Matrix A 8l sich aufteilen in Submatrizen, die dann wieder als neue Elemente der Matrix
A aufgefaldt werden konnen.

I1. Rechenregeln:

Addition/Subtraktion von Matrizen:

Als Summe (Differenz) zweier m-n-Matrizen A=(au).. und B=(b.) bezeichnet man die m-n-
Matrix:
C=AxB=(c) mit G =& £h.

Nur Matrizen gleicher Reihenzahl m und Spaltenzahl n kénnen addiert oder subtrahiert werden.
Die Addition ist kommutativ und assoziativ, d.h.

A+B=B+A und A+(B+C)=(A+B)+C,

Skalar multiplikation

Fur das Produkt einer m-n-Matrix A mit einem skalaren Wert k gilt:
B=kA=Ak mit by =k-a; .

Matrizenmultiplikation

Unter dem Produkt ( A-B) einer m-n-Matrix A mit einer n- p-Matrix B versteht man eine
m- p-Matrix C, deren Elemente durch die skalaren Produkte

n i=1..m
C, = . -b
ik ;alr rk{k:l“p
gebildet werden.
Sétze Gber Matrizenmultiplikation:

a) Imallgemenen gilt: AB=BA,

d. h. das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ. Es kommt darauf an, ob eine Matrix
von rechts oder links mit einer zweiten Matrix multipliziert werden soll.

'& Prof. Dr.-Ing. J. Luckel Grundlagen der Formelsammlung: B3
Automatisi erungstechnik Regelungstechnik Seite 2



b)  Waeiter gilt: (ABIC=ABC)=ABC

d. h. die Matrizenmultiplikation ist assoziativ und distributiv.
c) FurdasTransponieren von Produkten gilt folgende wichtige Regel:
(AB)=B'A.

[11. Matrizeninversion:

Definition der Inversen

>
Loy

I
Loy
>

I
Im

Wenn zwei quadratische Matrizen A und B existieren, so dal3 gilt:

lug]
I
>

dann nennt man B die I nver se von A und schreibt:

Rechenregeln

Wenn A und B zwei quadratische Matrizen der gleichen Ordnung mit den Inversen A™ und B™
sind, dann gilt:
(AB)'=B" A™.
Determinante einer Matrix

Jeder quadratischen Matrix ist eine aus ihren Elementen berechenbare Zahl zugeordnet, namlich
die Determinante von A: det(A)

Algebraisches Komplement

Als algebraisches Komplement (Kofaktor) Ax des Elements ai, bezeichnet man die
Unterdeterminante, die man nach Streichung der i-ten Zeile und k-ten Spalte einer n-n-Matrix

berechnet und mit dem Vorzeichen (- 1)"* versieht.

Adjungierte Matrix

Die aus den Kofaktoren Ay in transponierter Form gebildete Matrix A, nennt man die zu A
adjungierte Matrix.

Berechnung der Inversen

Aus der Beziehung AAs=AqsA=det(A) E &kt sich die zu A inverse Matrix
berechnen:

-1_ Aadj

— det(A)

Existenz der Inversen

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz der inversen Matrix A~ ist damit:

det(A)=0.
Snqgularitéat einer Matrix

Eine quadratische Matrix wird singulér genannt, wenn die Bedingung det(A)=0 gilt, anderenfalls
nichtsingulér oder regular.
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L aplace-1 ntegral

inverses L aplace-I ntegral

F(9) :Tf(t)-egdt

f(t):%ﬂjin(s)-eSt -ds

C—ico

Rechenregeln der L aplace-Transformation

Benennung der Operation

Operation der Zeitfunktion

Operation der Bildfunktion

Linearkombination der
Originalfunktion

G- fl(t) +C,- fz(t)

G- Fl(s) +C,- Fz (S)

C,,C, beliebig
Veradlgemeinerte Ef s-F(s)- f(-0)
Differentiation der q @
Originalfunktion n o F(S)_Ef(k)(_o)'sn—k—l
rll0)
Integration der Originafunktion | t 1
= J _[ f(r)dr A F(9)
0
Streckung der Originalfunktion 1 (s
f (at) 3 F 3
Verschiebung der _ - S s
Originalfunktion =) mt 720 e”-F(9
Dampfung der Originalfunktion | f (t)-e* F(s-a)

Faltung der Originalfunktion

_t[fl(r)- f,(t—7)dr

Fi(s)- F,(9)

Differentiation der n dn

Bildfunktion (0710 Al

Anfangswertsatz f (+0) =lims- F(s) Bedingung: Grenzwert von f(t)

Endwertsatz f(t—>o)= IS'LQ s-F(s) mui existieren = System stabil
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Korrespondenzen der Laplace-Transformation

Zeitbereich f (t)

Bildbereich F(s)

e -cos(w,t)

At) Impuls 1
oft) Sprung 1
S
1
t &
n n!
t n+1
S
1
e, aauch komplex —_—
s+a
te_at #
(s+a)?
tne—at n!
(s+a)™*
1l-e® a
s(s+a)
e—at _ e—bt 1
b—a (s+a)-(s+Db)
1 efat efbt 1
_+ —
ab a(a—b) b(a-b) S(s+a)-(s+b)
, ®
sn(w,t) —
s’ + w;
t-sin(ot) _ 20,8
(% +03)
0
e ™ sin(w,t) e
° (s+a)? + w?
2
sin(w,t) _ 2w,
(s* +4w?)
s
cos(w,t) - -
s* + ;)
2 2
t-cos(w,t) S — W,
(5 +02)
s+a

2 2
(s+a)° +w;

2
1 cos( w,t) Do
(s’ + W)
A-e® - cos(wyt + ) Bs+C
2 2
A=\/BZ+(Ba—C)2/(o§ (s+a)” +w;
(Ba—C) mtB>0
tany = ——~
Bw,
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Kenngrofden von Systemen 2. Ordnung

Differential gleichung:

allgemeine Darstellung:

normierte Darstellung:

Eigenwerte:

Hierbel bedeuten:

¢l

o[L/g]
oy[rad/s]

0eg[rad/s]

Sprungantwort

bzw.

a2 Xa (t) + al Xa (t) + a‘0 Xa (t) = b0 Xe(t)

T2, (1) + 20X, (1) + X, (1) = KX, (1)

mit T =

£

A, =-¢w,tw,{*-1  algemein
=, twi1-¢* fur{<1

atiog,

Dampfungskonstante, Dampfungsgrad oder Lehrsches Dampfungsmall (in
der Literatur auch mit "D" bezeichnet)

{<1: periodische Schwingung

£=1: aperiodischer Grenzfall

{>1: aperiodischer Fall

Abklingkonstante (=Realteil des komplexen Eigenwertes)

Eigenfrequenz des ungedampften Systems (=Abstand des komplexen
Eigenwertes vom Nullpunkt)

Eigenfrequenz des (mit () gedampften Systems (=Imaginartell des

komplexen Eigenwertes)

(Ubertragungsfunktion, Losung der Differentialgleichung auf einen Eingangs-
sprung der Hohe Xy):

X, (t)=Kx,|1-e*- (1+ Z; }'sin(a)agtﬂ//)}
X (1) = Kx|1-e*". (1_1§2]'sin(a)n1/(l— &%) -t+l//)]
. Oy 1 -
mit  tany =-— 5 =ZW/(1—§)
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M efdtechnische Kenngrof3en eines Systems 2. Ordnung

Normierte Darstellung der Sprungantwort

A
X(t) 2
K
15 [
2 20, T,
Ma
K |
u )
XeO 1 / \\/
05
0 \ \ \ \ -
0 ».T, 5 10 15 20 t,
Zeit bis zum ersten Uberschwingen:
T T

Uberschwingweite:

Maximaler Schwingungsausschlag:

)A(a = KXeO (1+ ewdg )

or

(auf K bezogene Uberschwingweite)

d

Automatisi erungstechnik

Xy =%_X90 = Xeo'ewdg
X; = K- X, | (absolute Uberschwingweite)
Uberschwingweite (bezogen auf den Eingangssprung in %):
- )I((a — X0 g”
X = -100% =e ™ -100%
Xe0
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Pollage und Einschwingverhalten eines Systems 2. Ordnung

1

n

= 2
1+2£s+i252 & +2(m, S+ 0

(O]

n

G(s) =
Im
{=0,1 A
C = 0’3\\
=05
—
-Re
Im
45°=
arcsin($)= A
%:20/\& arcsin(0,707)
o=1,0—" X
@=05"
-
-Re
Im

on=3,0

{=0,167 \ A
wn=2,0

{=0,25 \

=1,0

-Re

-{on=-0,5

£=0,5
| | | t
/a)h=2,0 o=1,0
NS
/
/
/
t
t\
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Sprungantworten eines Systems 2. Ordnung (in normierter Darstellung)

G(s) = K

1+2£s+izs2

%, (1) O, Oy

0.8

0.6

0.4

0.2

Lo A C =04 i
A t-os
Y S I N ............... C: 0’6 ................................................................. -
ol /
oz e _
£-09
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Stabilitat

Definition:

Ein lineares zeitinvariantes Ubertragungsglied heif}t stabil, wenn seine Sprungantwort mit wach-
sender Zeit einem endlichen Wert zustrebt.

Grundlegendes Sabilitatskriterium:

Ein rationales Ubertragungsglied ist genau dann stabil, wenn die Pole (Nullstellen der
charakteristischen Gleichung) seiner Ubertragungsfunktion samtlich links der imaginaren Achse
der komplexen Ebene liegen.

Algebraisches Sabilitatskriterium:

a) Notwendige Bedingung (V or zeichenbedingung):
Wenn ein rationales Ubertragungsglied stabil ist, dann sind alle Koeffizienten a, seiner

charakteristischen Gleichung

N(s)=a,s"+..+a,s+a,=0
groRer als Null. (Ubertragungsglied stabil P a, >0 fur alei = 0..n)
Achtung: Dies ist eine notwendige Bedingung! D. h. sind ale Koeffizienten a, grof3er as
Null, muB das rationale Ubertragungsglied nicht zwangslaufig stabil sein. (a, >0 fur dlei =
0..n% Ubertragungsglied stabil)
Ist mindestens einer der Koeffizienten der charakteristischen Gleichung kleiner oder gleich
Null, so ist das rationale Ubertragungsglied instabil, da zumindest eine Polstelle auf oder
rechts der imaginaren Achse liegt. (a, £ 0 fur mindestenseini P Ubertragungsglied instabil)

b) Notwendige und hinreichende Bedingung (Hurwitz-Kriterium):
Ein rationales Ubertragungsglied n-ter Ordnung mit der charakteristischen Gleichung

N(s)=a,s"+..+a,s+a,=0 mita, >0
ist genau dann stabil, wenn samtliche Hauptabschnittsdeterminaten H,, H,, ...,H, der Matrix

@1 83 s Ay D
g A 8. 8.y g
€0 a.; a3 a5 -7
H=g 0 a, a,, a,,; .=, a,=0firm<0
g 0 Bn1 Bz e
c - a, 8, .7
& . B
positiv sind.
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Stabilitat, Beispiele, Hurwitz-Kriterium

System 1.0rdnung: (n=1), N(s)= a,S+ a,

@, 00
H= =, H, =
&a, 07 1= %
. .. ian:a1>0
Bedingung fur Stabilitét i
tH =a,>0

System 2.0rdnung: (n=2), N(S)= a,s’ +a,S+a,

H = ol 09, H =a,
S, 2o H, = a3,
1a,=a,>0
Bedingung fur Stabilitat I H,=a, >0

iH,=a,a,>0® a,>0

System 3.0rdnung: (n=3), N(S)= a,s’® +a,s* +a,s+a
3 2 1 0

@ g 00 H, =a,,
H=da, a O H, = 2,8, - aa,.,
0 a a2 H, = aH,
ia,=a, >0
tH,=a,>0

Bedingung fur Stabilitéat |
i H,=a,a, - a,a,>0

fH,=a,H,>0® a,>0

stem 4.0rdnung: (n=4), N(s)= a,s* +a,s* +a,s* +a,s+a
4 3 2 1 0

@ a 0 06 M =&,

H:§a4 8, 8 0. H, = a3, - aa,,
0 & a 07 Hy = aH, - aa;,
e0 a, a, a@ H, = a,H,

ia,=a, >0
;';H1=a3>0
Bedingung fur Stabilitéat i H,=a;a, - a,a, >0

: H,=a,H, - a,a?>0
fH,=a,H;>0® a, >0
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Freguenzgang eines Systems 2. Ordnung  (Ortskurve)

Differentialgleichung:
X, +2ZW X, +W2X, =W2X,
. _ X.(s) w2
Ubertragungsfunktion: G(s)=—2—= :
agung (2) X.(s) & +2zw s+w?
Ortskurve: mit uzﬂ
Wﬂ
. 1- U
Realteil: (2 5 ) 5
(1- u9)” +(2zu)
o - 2zu
Imaginartel: 5 5
(1- u* +(2zu)
: 1
Amplitudengang: A=
J(1- 1) +(220)°
Frequenzgang: o
U &
Phasengang: F = arctang? 29
1-u @
_WRf — 2
Resonanzfrequenzgang: Ugs = W =\1- 2
n
0
Re =14 —.
-0.5
-1.0 2=08—
z=0,4 /
15 \ )
z=0,3 —
-2.0
z=0,2 —
-25
-3.0
-2 -1 0 1 2
=1 Im
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Freguenzgang eines Systems 2. Ordnung (Amplituden- und Phasenganq)

ﬂ Amplitudengang
[,
(=02
0,3 :
: : 04 :
| 5 O\ 06 .
2 | | 08 |
1,0 :
14
1 -
O T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 ®
0n
G
L5 Phasengang
[, |
-50
-100 -
150 - §
-200 ﬁ i i i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.00)
Mn
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Frequenzgang eines Systems 2. Ordnung (Amplituden- und Phasengang)

Bode Diagramm
Gl ,
_[ dB] Amplitudengang
30

-60 |
1
E-1 EO E1
(O]
Wn
G
ﬁ Phasengang
0

-120 -

-180 S N ;

1 2 3 4 567891 2 3 4 567891
E-1 EO E1
(O]
0
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Umformung von Blockschaltbildern

Zusammenfassunqsr egeln

Parallelschaltung

1- GL(s)G2(s)

>  Gl(s)
ve) Y6s) _YE) ) Gisyre2s) —YE
+
>  G2(s)
Y(s) = G1(s) U(s) + G2(s) U(s) = [GL(s) + G2(5)] U(s)
Reihenschaltung
U(s)
—  Gl(s) > G2(s) &» = L G1(s)G2(s) &
Y(s) = G2(s) [G1(s) U(9)] = G1(s) G2(s) U(s)
Gegenkopplung
U(s) + G1(9) MO
_ U(s) G1(s) Y(s)
- 1+G1(s)G2(s)
G2(s) |«
G1(s)
Y(s) = G1(s) [U(9)-G2(s) Y1 ® Y(s) = U
(9 = GL(9 [U(5-G2(9) V()] © = T er9c2
Mitkopplung
U(s) + G1(9) MO
+ _ U(s) G1(s) Y(s)
- 1-G1(s)G2(s)
G2(s) [«
Y(s) = G1(s) [U(9)+G2(s) Y(9)] ® Y(s) = GL(s) U(s)

d
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Vertauschungsr egeln

Vertauschung zweier Blécke

qu——> G1(s) > G2(s) —XQLv = qsz——> G2(s) > G1(s) —X§L*
Y(s) = G2(s) G1(s) U(s) = G1(s) G2(s) U(s)
Verlegung eines Blockes vor eine Summationsstelle
Uil(s)
ui(s) G(s)
* Y(s) = Y(s)
G(s) — +
+
u2(s) u2(s) 5(s)
Y(s) = G(s) [UL(s) + U2(9)] = G(s) U(s) + G(s) U2(s)
Verlegung eines Blockes hinter eine Summeationsstelle
ui(s) Ul(s)
G(s) N
Y(s) G(s) ﬂ,
+ u2(s) 1 ¥
U2(s) > G(s)
Y(s) = G(s) UL(s) + U2(s) = G(s) [UL(s) + G(s)™ U2(s))
Verlegung eines Blockes hinter eine Verzweigungsstelle
Y
Y(s) | o
—>
uGs) = ue
——  G(s)
Y6, (IR R
Verlegung eines Blockes vor eine Verzweigungsstelle
ve) |1 u@s) _
us) 1 G :
S
T = &)
Y(s)
> G(s) Y@

Prof. Dr.-Ing. J. Luckel
Automatisierungstechnik

Grundlagen der
Regelungstechnik

Formelsammlung

C2/4




T/c as8ies

N uyossbun pbsy
Bun jures pu.io4

Y uysbun o s iFewony

Jop uabe|punio YN ¢ "Bul-1g "joid ﬂ.
-06- 9ole WH +
RN 4 gl ‘ tv_ =)o
0% apo ” T
X8p/dpoc .ﬁ A
vq _mu_ _mx C.vwxv_ — C.v mX + C.v mv.A._w_: ._”|_|n_
0 b . sd=6)9
[o} |
m__mam_:ﬂ ONJ .
) P
U] a, — e
1 =(1)"
" (1)°xp ®) a
s
06" E )9
“b o omJJ lu.mﬁ. H3
od 02 gm0 - 0
L
oy 9310 o ()% [= = (1)
| T |
f
o 0 } lo
- ’ d _
oo b | O o ) %=6)9
® o H\&T.. .
\ 5o L oyl ®x ay d e
i . . (1)°x 9y = (1) *x d
auag3-s woesAS
Bp ul (0) Ls|pIs|INN pun (X)8jod |  Wweibelpapog NSO uomiuebunis | yolsegplig pun -1z wil19a | /P9

BPaTS BIs{haY BB NUDIM USTRUB A



Z/c d81les
Bun juLLres puu.Io4

Y 1uyoaisbun pbay
Jap usbepun.io

3 1uyoaisbun o Is IpewoIny
N ¢ “Bul-"1g Joid

v

i 1 SL+1plL
0 : P . e b
DA B o a0 {9}y w=ml /' T
[N ﬁFn 01
oy e P foyuar PO [ = ()™ + ()L )
| | 1 11
] a SU+T)M=(s)D
-« o
1P
oy —— 9+ MWLn_v_ =(1)%
T: Xp (1) () dd
. sY]
o T ) by T T DH=6)9
\.n_v_ 0 c._.
oy : (1) [+ (1) |#3 = (1)
x 1 1 Id
o0 -
| T+s 92+ S
<L i | = N =(s)D
o A 5 Us|RIS|INN
ﬁm: - 13 (1) axa|dwioy
| * P =% +()*X%We+(1)%L | emz-21d
ER S +T)S'L+T
° L } | A VHA vv_u@o
. us|PIS|INN
. T L A A R Y T =Y
| o =) +()X(L+L)+ ()AL | emz - 214




€/¢ asies

Bun juLLres puu.Io4

Y 1uyoaisbun pbay
Jap usbepun.io

3 1uyoaisbun o Is IpewoIny
N ¢ Bul--1g Joid

i
hﬁ. ST +T _(s)
- .... . lx WDl_llTH V_ - O
h M g p
e, T T b A | | e L+ (1) [
98+ _w_ + M ey D.P AHV@XU |_| AHV V‘_
=(1)>+(1)>"L | Tiad
(S'L+T)
i ﬁ =)o
Iltum_._.vx V.H T
0 _|_|
" T RO
b u ey 1
= (1) + ()L T]id
. s
_ _|!x Ty L sa =69
oy ] | T
<< % o0 - P
T %Ewil+ 9+ (1) |H
(1)°xp
0y wy| 2
=(1)% aid
- L | §1+7)
O
4 =)o
49 1p
V) a T
. 'L =)+ ()"
x (1)°p 1a




/¢ As1es
Bun juLLres puu.Io4

Y 1uyoaisbun pbay
Jap usbepun.io

3 1uyoaisbun o Is IpewoIny
N ¢ Bul--1g Joid

v

lb
] umolk - H._.wlwv_ = AWV@
U]
wy CL—1%0 = (1) il
EV_ = vamu
. s!
aj>t) ﬂ._. ‘|_|+wo|_|+._”
I o T
1>y 5 gl n 4 s
P(1)°x ﬂ+€wx 1+ (2)°x M
wy ] p
=M+ | Tiad




